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Pe timpuri, înainte de luptă sau de vînătoare, strămo-
şii noştri cîntau, dansau, practicau diferite ritualuri,
arătîndu-şi puterea, măiestria şi rapiditatea. Acestea i-au
ajutat să obţină victorii. Lupta adevărată presupune o
strategie a victoriei, la fel şi jocul include un sistem logic
de acţiuni datorită căruia unul dintre jucători va cîştiga
independent de acţiunile celuilalt. Determinarea
strategiilor pentru problemele de «joc» la matematică
prezintă un interes deosebit. Astfel de probleme au fost
propuse la concursurile de matematică din diferite ţări.

Tipul de joc, care se bazează pe o idee, este numit
strategie. Ea se consideră de victorie, dacă garantează
reuşita într-un număr finit de mişcări (pentru orice mişcări
ale adversarului). Jucătorul trebuie să ţină cont de numărul
de mişcări, adică de numărul optim. În timpul jocului pot
apărea astfel de poziţii, încît victoria să depindă de
succesiunea mişcărilor. În ce mod jucătorul ajunge la o
strategie? Care sînt argumentele de planificare a jocului?

Vom prezenta în continuare unele strategii de victorie
şi ideile matematice care stau la baza lor, precum şi cîte-
va probleme, formulate graţie acestor strategii*.

Strategii de victorie în
probleme de concurs

1. STRATEGIA DE SIMETRIE
Există un tip de probleme în care victoria o obţine

jucătorul ce face ultima mişcare. Regula jocului este
următoarea – se joacă astfel încît numărul total de
mişcări să fie de paritatea necesară. Dacă acest număr
este par – cîştigă al doilea jucător, dacă însă este impar –
cîştigă primul. În ce mod poate fi dirijată paritatea
mişcărilor? În acest caz ne ajută strategia de simetrie,
care constă în repetarea mişcărilor adversarului. În
geometrie trebuie determinată axa de simetrie care va
conduce jocul în două semiplane identice. Evident, în
situaţii similare, cîştigă jucătorul al doilea.

Problema 1. Pe nodul central al unei table pătratice
10×10 se află o fisă. Fiecare dintre cei doi jucători are
dreptul, printr-o mişcare, să mute fisa pe alt nod al
tablei, astfel încît distanţa corespunzătoare să fie mai
mare decît distanţa adversarului. Pierde acel jucător
care nu poate face o altă mişcare. Cine cîştigă într-un
joc corect?

Rezolvare. Cîştigă jucătorul al doilea. Strategia
constă în mutarea fisei simetric faţă de centrul tablei.

DOCENDO DISCIMUS

* În perioada 11-16 aprilie 2004, Alexandru Donciu a
prezentat o lucrare cu subiectul respectiv la conferinţa
internaţională «Шаг в будущее» (Moscova). Talentul
tînărului cercetător moldovean a fost apreciat cu o
diplomă de gradul doi şi o invitaţie specială la expoziţia
finală care va avea loc în 2005, la Moscova.
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Problema 2. Într-o grămăjoară sînt 3400 de
pietricele. Fiecare dintre cei doi jucători are dreptul să
ia un număr oarecare de pietricele, care divide numărul
de pietricele luate în mişcarea precedentă de adversar.
Primul jucător poate lua un număr oarecare de
pietricele, însă nu toate odată. Cîştigă acel jucător care
ia ultima piatră. Cine cîştigă într-un joc corect?

Rezolvare. Cîştigă primul jucător. La prima mişcare
el ia 8 pietricele şi în grămadă rămîn 3392=64x53
pietricele. Prin următoarele mişcări el repetă mişcările
celui de-al doilea jucător. Deoarece fiecare mişcare
constă în luarea a 1, 2, 4 sau 8 pietricele, iar 3392 se
divide cu 16, vor fi îndeplinite un număr par de mişcări
(fără prima mişcare), astfel ultima mişcare îi revine
primului jucător.

Problema 3. Într-un rînd sînt scrise cîteva semne
minus. Doi jucători, succesiv, transformă un semn mi-
nus sau două semne vecine în semnul plus. Cîştigă
jucătorul care face ultima mişcare. Cine cîştigă într-un
joc corect?

Rezolvare. Cîştigă jucătorul care începe. Prima
mişcare este făcută la mijlocul segmentului format din
semne minus, astfel încît să se obţină două segmente de
aceeaşi lungime. Mişcările ulterioare sînt simetrice cu
mişcările jucătorului al doilea.

De exemplu:
—+— (cînd numărul semnelor minus este impar);
—++— (cînd numărul semnelor minus este par).

Problema 4. Un cerc divizat în n arce congruente,
prin puncte numerotate consecutiv 1, 2, 3, ..., n repre-
zintă o arenă de joc pentru doi jucători care se rînduiesc
la mişcări. La fiecare mişcare, jucătorii unesc cu o
coardă două puncte libere de aceeaşi paritate fără a
intersecta coardele deja trasate. Cîştigă acel jucător

care face ultima mişcare. Cine cîştigă jocul, dacă ambii
jucători vor practica strategii corecte de joc?

Rezolvare. Evident n>3. În cazul cînd n se divide cu
4 şi în cazul cînd n=4k + 1, n=4k + 3 cîştigă primul
jucător, iar în cazul n=4k+2 (k – natural) – al doilea.

Este bine ca punctele cu numere impare şi pare să fie
vopsite în culori diferite – negru şi alb. Pentru toate
cazurile ideea de victorie este simetria. Strategia
primului jucător pentru n=4k este următoarea: uneşte
două puncte diametral opuse de aceeaşi paritate. Apoi,
la fiecare mişcare a adversarului, răspunde cu o mişcare
simetrică faţă de diametru (fig.1). Această mişcare e
posibilă, deoarece după fiecare mişcare a primului
jucător poziţia va fi simetrică faţă de diametru. Este
important ca punctele diametral opuse şi simetrice faţă
de diametru să fie de aceeaşi culoare.

În cazul n=4k+2 strategia de victorie o are al doilea
jucător: la fiecare mişcare a adversarului el construieşte
o coardă simetrică faţă de centrul cercului. În acest caz,
punctele diametral opuse sînt de culori diferite. În cazu-
rile următoare, vom folosi această proprietate în vederea
determinării poziţiilor de pierdere pentru primul jucător.

Fie n – impar (pe cerc sînt două puncte vecine de
culoare neagră, 1 şi n). Cînd n=4k+1, primul jucător
cîştigă. Dacă, de exemplu, prima coardă o duce prin
punctele 1 şi 3 (fig. 2), obţinînd jocul n=4(k-1)+2,
jucătorul care începe (al doilea) pierde. Jocul este mai
interesant atunci cînd se obţine n=4k+3. În cazul dat,
primul jucător poate obţine simetrie faţă de diametru.
Pentru aceasta este suficient să unim punctele cu numere
2k+1 şi 2k+3 (fig. 3).

Dacă vom muta imaginar cele 4k puncte rămase,
astfel încît ele să fie la distanţe egale, atunci punctele
diametral opuse vor fi de diferite culori (chiar dacă
punctele albe şi negre nu se succed), de aceea jucătorul
care începe (adică al doilea) pierde.

2. STRATEGIA DE PARITATE
Strategia de simetrie o putem considera un caz particular al strategiei de paritate, denumirea subliniind faptul

că jocul se împarte în paşi pari. Optimizarea acesteia presupune că dacă un jucător a făcut un pas, atunci pasul
adversarului (nu neapărat simetric) trebuie să aparţină aceleiaşi perechi.

Problema 1. Într-o grămăjoară sînt 2004 de pietricele. Doi jucători au dreptul să ia cîte 1, 2, 3 sau 4 pietricele.
Cîştigă acel jucător care ia ultimele pietricele. Cine cîştigă într-un joc corect?

fig. 1 fig. 2 fig . 3
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Rezolvare. Cîştigă primul jucător. La prima mişcare
el scoate din grămadă patru pietricele (2004=5x400+4).
Ulterior, dacă al doilea jucător ia a pietricele, primul
trebuie să ia b pietricele, astfel încît a+b=5. După 401
mişcări primul jucător cîştigă.

Problema 2. Doi jucători rup, pe rînd, una sau două
petale vecine ale unei romaniţe. Cîştigă jucătorul care
rupe ultima petală. Cine cîştigă într-un joc corect?

Rezolvare. Al doilea jucător poate obţine două
semicercuri egale după numărul de petale (fig. 4) şi,
făcînd mişcări simetrice faţă de axa de simetrie
imaginară cu cele ale primului jucător, va cîştiga.

n=2k n=2k+1

fig. 4

Problema 3. O fisă se află într-un colţ al tablei de
şah cu dimensiunile n×n, n>3. Doi jucători mută pe rînd
fisa pe un cîmp vecin, ce are o latură comună cu cel pe
care se află fisa. Nu se permite mutarea fisei pe un cîmp
unde a fost deja. Pierde jucătorul care nu poate face
următoarea mişcare.

a) Demonstraţi că dacă n – par, poate să cîştige
primul jucător, iar dacă n – impar, cîştigă al doilea
jucător.

b) Cine cîştigă, dacă iniţial fisa se află pe cîmpul
vecin cu cel din colţ?

Rezolvare. a) Dacă n – par, atunci tabla poate fi
împărţită în dreptunghiuri de dimensiunile 1x2 (domi-
no). Primul jucător va avea întotdeauna o mişcare posi-
bilă (şi va cîştiga), dacă va aplica următoarea strategie:
cînd fisa se află pe unul din cîmpurile dominoului, el o
mută pe celălalt cîmp. Dacă n – impar, tabla poate fi îm-
părţită după modelul piesei de domino, dar va rămîne un
pătrăţel liber, şi anume cel iniţial, din colţ. În acest caz,
o strategie similară de cîştig va avea al doilea jucător.

b) Cîştigă primul jucător. Pentru n – par, strategia este
similară punctului a). Pentru n – impar, tabla se împarte
după modelul piesei de domino, cu excepţia cîmpului din
colţ. Primul jucător va cîştiga conform strategiei de
„închidere” a dominoului.

Problema 4. Într-o grămăjoară sînt 18 bomboane,
iar în alta – 23. Doi jucători mănîncă, pe rînd, toate
bomboanele dintr-o grămăjoară, iar cealaltă o împart
în alte două (nu neapărat egale). Cine nu poate să
împartă bomboanele (dacă în grămăjoară a rămas doar
o bomboană) – pierde. Există oare o strategie de victorie
pentru primul jucător?

Rezolvare. Dacă în ambele grămăjoare a rămas doar
cîte o bomboană, primul jucător pierde, deoarece nu poa-
te să împartă o singură bomboană, adică această poziţie
se consideră de pierdere. Dacă într-o grămăjoară sînt
două bomboane, iar în alta doar una – poziţia se consi-
deră de victorie. Urmărind această idee, vom obţine:

(2,2), (2,3), (1,4), (2,4), (3,4), …– poziţii de victorie;
(3,3), (1,3), (1,5), (3,5), (1,7), …– poziţii de pierdere.

Observăm că, dacă în ambele grămăjoare este un
număr impar de bomboane, al doilea jucător – pierde,
iar în celelalte cazuri – cîştigă. Iniţial sînt 18 şi 23 de
bomboane, de aceea primul jucător se află pe poziţia de
victorie (strategia: în ambele grămăjoare trebuie lăsat un
număr impar de bomboane).

3. STRATEGIA TABLEI DE ŞAH
Foarte des problemele de matematică se bazează pe operaţii cu figuri pe tabla de şah. Dar şi tabla prezintă un

obiect de studiu. Analizînd fiecare cîmp al acesteia, în situaţii diferite, obţinem strategii interesante.
Problema 1 (autorul problemei este renumitul matematician rus I. M. Ghelifand). Un pion se află într-un colţ

al tablei de şah. Doi jucători mută pe rînd pionul (în fig. 5 aceste mişcări sînt indicate prin săgeţi). Cîştigă jucătorul
care pune pionul pe cîmpul opus al tablei. Cine cîştigă într-un joc corect?

Rezolvare. Cîştigă primul jucător. Fie că pionul se află pe cîmpul stîng de jos al tablei, avînd coordonatele (7,7).
Atunci cîmpul drept de sus are coordonatele (0,0). Cîmpul (0,0) – este poziţia de pierdere (dacă merge primul jucător
şi pionul se află pe acest cîmp – el pierde), iar cîmpurile vecine (0,1), (1,1) şi (1,0) – de victorie. Cîmpurile (0,2) şi
(2,0) sînt de pierdere, deoarece de pe aceste cîmpuri se poate merge doar pe cîmpuri de victorie (în fig. 6 poziţiile
de pierdere sînt notate cu simbolul „П”, iar cele de victorie – cu semnul „+”). Urmărind această idee, se poate constata
pentru fiecare cîmp dacă este de pierdere sau de victorie, şi finaliza analiza cîmpurilor tablei de şah (se obţine fig.
6). Poziţiile de pierdere sînt cele care au drept coordonate numere pare, în rest cîmpurile sînt de victorie. Strategie
de victorie are jucătorul care începe jocul: prima mişcare pe cîmpul (6,6). Mai departe el mută pionul pe cîmpurile
cu coordonate pare.

DOCENDO DISCIMUS
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Problema 2. Doi jucători mişcă pe rînd regele pe o
tablă de şah. Se permit mişcări pe cîmpul din stînga de
jos sau din stînga de jos pe diagonală. Cîştigă jucătorul
care mută regele pe cîmpul stîng din colţ. Pentru care
dintre cîmpuri este prevăzută strategia de victorie a celui
care începe jocul?

Rezolvare. Dacă regele se află pe cîmpul cu
coordonatele (1,1) – cîmpul stîng din colţ, jucătorul care
trebuie să meargă – pierde. Analizînd toate cîmpurile,
vom obţine poziţii de pierdere şi de cîştig. Deci, dacă
regele se află pe cîmpul cu ambele coordonate numere
impare – strategia îi aparţine celui de-al doilea jucător,
în restul cazurilor – primului (numerotarea cîmpurilor
este efectuată de la 1).

fig. 5 fig. 6

Analog se rezolvă următoarele probleme:
Problema 3. Pe masă sînt două grămăjoare a cîte 9

bomboane. Fiecare din cei doi jucători trebuie să mute
o bomboană dintr-o grămăjoară în alta şi apoi să
mănînce două bomboane dintr-o grămăjoară. Pierde
jucătorul care nu poate face următoarea mişcare. Poate
oare jucătorul care începe jocul să cîştige?

Problema 4. Pe masă sînt două grămăjoare de nuci,
în una – 7, iar în alta – 6. Doi jucători fac mişcări pe
rînd: jucătorul mănîncă nucile unei grămezi, iar alta o
împarte în două grămăjoare (oarecare). Dacă jucătorul
nu poate să împartă grămada, deoarece în ea este doar
o nucă, atunci el o mănîncă şi cîştigă. Poate oare să
cîştige jucătorul care începe?

4. STRATEGIA „CĂSUŢELOR” CUBULUI
I. M. Ghelifand a formulat jocul pe tabla de şah, dar el poate fi generalizat în spaţiu.
Problema 1. O bilă se află într-o «căsuţă» din colţul unui cub cu dimensiunile 8×8×8 (fig. 7). Doi jucători, pe

rînd, plasează bila într-o căsuţă vecină (această mişcare este posibilă, în fig. 8 mişcările sînt indicate prin segmente).
Cîştigă jucătorul care va mişca bila în căsuţa din colţul opus al diagonalei cubului (prin căsuţă subînţelegem cubul
1×1×1). Există o strategie de victorie pentru jucătorul al doilea?

fig. 7 fig. 8

DOCENDO DISCIMUS
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Rezolvare. Pe tabla de şah fiecare cîmp are două
coordonate. În această problemă, atribuim fiecărei căsuţe
trei coordonate (căsuţa iniţială are coordonatele (7,7,7),
iar cea opusă (0,0,0)). Analiza arată că pentru toate
coordonatele numere pare – poziţia este de pierdere, iar
în celelalte cazuri – de victorie. Jucătorul care începe
jocul va cîştiga, dacă se va conduce de strategia: după
fiecare mişcare bila trebuie să se afle în căsuţa cu
coordonate pare. Prima mişcare constă în mutarea bilei
în căsuţa cu coordonatele (6,6,6).

Această problemă poate fi formulată şi altfel:
Problema 2. În trei grămezi sînt cîte 7 pietricele.

Doi jucători, pe rînd, au dreptul să ia cîte o pietricică
din fiecare grămăjoară; sau una dintr-o grămăjoară;
sau una dintr-o grămăjoară, iar din alta să pună o
pietricică în a treia; sau să schimbe o pietricică dintr-
o grămăjoară în alta; sau să ia cîte una din două
grămăjoare; sau să ia o piatră dintr-o grămăjoară
(prima sau a doua) şi să adauge cîte una în celelalte;
sau să adauge în ultima grămăjoară o pietricică (în
grămăjoară nu trebuie să fie mai multe pietricele că
decît iniţial). Cîştigă jucătorul care ia ultima pietricică.
Cine cîştigă într-un joc corect? (Grămăjoarele sînt
numerotate).

În mod analogic se rezolvă următoarea problemă.

Problema 3. Pe masă sînt trei grămăjoare a cîte 10
mere fiecare. Doi jucători, pe rînd, iau mere dintr-o
grămăjoară (nu neapărat de fiecare dată din aceeaşi
grămăjoară). Cîştigă jucătorul care ia ultimele mere.
Poate oare al doilea jucător să cîştige?

Evident, lista problemelor care se rezolvă prin strate-
giile propuse poate fi continuată. Mai mult, în
matematică există şi alte noţiuni (de exemplu – periodi-
citatea) care pot fi folosite cu succes la argumentarea
unor noi strategii. Încercaţi şi veţi izbuti!

Rezultatele acestui articol pot fi utilizate:
– pentru obţinerea experienţei în situaţii de joc;
– pentru pregătirea elevilor de concursuri matematice;
– pentru formularea problemelor noi.
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Educaţie pentru democraţie
la limba şi literatura

română în şcolile alolingve

„Democraţia şi libertatea adevărată întîi de toate cer
moralitate”.

(I. Heliade Rădulescu)

Educaţia reprezintă un ansamblu de măsuri aplicate
în mod sistematic în vederea formării şi dezvoltării
însuşirilor intelectuale, morale sau fizice ale copiilor şi
ale tineretului, prin extensiune – ale oamenilor, ale socie-
tăţii etc.; rezultatul acestei activităţi pedagogice; bună
creştere, comportament civilizat în societate. Scopul
suprem al educaţiei este de a schimba firea omului supus
acţiunii ei în sensul celor mai înalte idealuri umane.

Omul poate deveni om doar prin educaţia primită de
la alţii care, la rîndul lor, au primit-o de la pedecesori.
În acest context, V. Duţă afirmă că educaţia unui copil
este o artă; părinţii modelează în pruncul lor viitorul om.
Educaţia este o artă care are nevoie a fi perfecţionată
continuu, este izvorul binelui în lume. Aceasta depinde
însă nu numai de părinţi, ci şi de şcoală, de anturaj şi
de societatea în care trăieşte copilul.

Educaţia constituie unul dintre cele mai importante
elemente ale democraţiei, modalitate prin care un popor
învaţă treptat arta de a fi liber şi dobîndeşte cunoştinţele
necesare pentru a se autoguverna. Educaţia rafinează
moravurile unei comunităţi, acestea, aşa cum sublinia
Tocqueville, servind într-o măsură mai mare decît legile
la consolidarea democraţiei. Cu cît membrii unei
comunităţi au un nivel mai ridicat de educaţie, cu atît
comportamentul, moravurile şi mentalitatea lor vor
favoriza un climat democratic stabil. În acest sens, este
esenţială manifestarea unui „eu” deschis, tolerant şi
sociabil, disponibil cooperării, care acceptă diversitatea
şi pluralismul ca factori definitorii ai vieţii sociale, care
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